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3. • On a f (4) = 16−24+4ln 4 =−8+8ln 2 ≈−2,45 et f (5) = 25−30+4ln 25 = 4ln5−5 ≈
1,44;

• Sur l’intervalle [4; 5], la fonction est continue car dérivable et strictement croissante

de f (4) < 0 à f (5) > 0, donc :

d’après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe un réel unique α ∈]4 ; 5[ tel

que f (α) = 0.

4. f ′′(x) =
2x2 −4

x2
.

a. On a 2x2 −4 = 0 ⇐⇒ 2
(
x2 −2

)
= 0 ⇐⇒ x2 −2 = 0 ⇐⇒

(
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Le trinôme, donc f ′′(x) est positif sauf sur l’intervalle
]
−
p

2 ;
p

2
[

ou ici puisque

x > 0, f ′′(x) est positif sauf sur l’intervalle
]
0 ;

p
2
[
. Conclusion :

• Sur l’intervalle
]
0 ;

p
2
]
, f ′′(x) < 0, la fonction f est concave;

• Sur l’intervalle
]p

2 ; +∞
]
, f ′′(x) > 0, la fonction f est convexe;

• f ′′
(p

2
)
= 0 : le point d’abscisse

p
2, donc d’ordonnée f () = 2−6

p
2+4ln

p
2 =

2−6
p

2+4×
1

2
ln2 = 2−6

p
2+2ln2 est le point d’inflexion de C f , car en ce point

la dérivée seconde s’annule en changeant de signe.

b. • Pour k ∈]0 ;
p

2[, [AMk] est une corde de la courbe d’une fonction concave donc

[AMk ] est en dessous de C f .

• Pour k ∈]
p

2 ; +∞[, [AMk] est une corde de la courbe d’une fonction convexe

donc [AMk ] est au-dessus de C f .

EXERCICE 2 7 points probabilités

f (x) = x3 e x .

1. On définit la suite (un) par u0 =−1 et, pour tout entier naturel n, un+1 = f (un).

a. • u1 = (−1)3 e −1 =−e −1 =−
1

e
≈−0,368;

• u2 = f (u1) =
(
−e −1

)3
(

e − e −1
)
=−e −3 ×

(
e − e −1

)
=−e −3− e −1

≈−0,034.

b. On a fonc(2)= u2 ≈−0,034.

2. a. En dérivant f (x) comme un produit on obtient :

f ′(x) = 3x2 e x +x3 e x = x2 e x (3+x).
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b.

x −∞ −3 +∞

f

0

−27 e −3

+∞

• Quel que soit le réel x, x2 > 0 et e x > 0, donc le signe de f ′(x) est celui de 3+x

qui s’annule pour x =−3, d’où les deux intervalles de variations;

3+x < 0 ⇐⇒ x <−3 : sur ]−∞ ; −3[, f ′(x) < 0 : la fonction f est donc décroissante

sur ]−∞ ; −3[ ;

3+x > 0 ⇐⇒ x >−3 : sur ]−3 ; +∞[, f ′(x) > 0 : la fonction f est donc croissante

sur ]−3 ; +∞[ ;

f (−3) = (−3)3 × e −3 = −27 e −3 = −
27

e 3
≈ −1,344 est le minimum de la fonction

sur R.

• On a f (0) = 03 ×e0 = 0×1 = 0;

• De lim
x→+∞

x3 =+∞ et lim
x→+∞

e x =+∞, on a par produit de limites

lim
x→+∞

f (x) =+∞.

c. Initialisation : avec u0 =−1 et u1 ≈−0,368, on a bien : −1 6 u0 6 u1 6 0 : l’enca-

drement est vrai au rang 0.

Hérédité : soit n ∈N et supposons que −16un 6un+1 6 0.

On a vu que sur l’intervalle ]−3 ; +∞[, donc a fortiori sur l’intervalle ]−1 ; +∞[,

la fonction est strictement croissante.

On a donc par croissance de f : f (−1)6 f (un)6 f (un+1)6 f (0), ou encore :

u1 6un+1 6un+2 6 f (0)

et comme u1 ≈−0,338, −1 6u1 et f (0) = 0, on a bien :

−16un+1 6 un+2 6 0.

La relation est vraie au rang n +1.

Conclusion : l’encadrement est vrai au rang 0 et s’il est vrai au rang n, n ∈ N, il

est encore vrai au rang n +1 : d’après le principe de récurrence, pour tout entier

naturel n, on a : 16un 6un+1 6 0.

d. La question précédente montre que :

• la suite (un) est croissante;

• la suite (un) est majorée par 0;

La suite (un) est donc convergente vers une limite ℓ, avec ℓ6 0.

e. On résout dans ]−1 ; 0[, (car d’après la question précédente tous les termes de la

suite appartiennent à cet intervalle) l’équation :

f (x) = x ⇐⇒ x3 e x = x ⇐⇒ x3 e x −x = 0 ⇐⇒ x
(
x2 e x −1

)
= 0 ⇐⇒ x = 0, car on

admet que l’équation x2 e x −1 = 0 n’a pas de solution dans l’intervalle ]−1 ; 0[.

Conclusion ℓ= lim
n→+∞

un = 0.
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