EXERCICE 2 7 points probabilités

fx)=x3e”.

1. On définit la suite (u,) par uy = —1 et, pour tout entier naturel n, 1,41 = f (uy).
1
a. s u=(-1)3%el=-e"l= - = ~0368;
s up=fum=(-e ) (e =—ePx (et )= e s 0034
b. Onafonc(2)=u, ~—-0,034.
2. a. Endérivant f(x) comme un produit on obtient :
flx)=3x’e*+x3e*=x?e*(3+x).
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e Quel que soitleréel x, x*>>0et e*> 0, doncle signe de f'(x) est celui de 3+ x
qui s’annule pour x = —3, d’ou les deux intervalles de variations;

3+x<0 < x<-3:sur]—oo; =3[, f'(x) <0:lafonction f est donc décroissante
sur]—oo; —3[;
3+x>0 < x>-3:sur]-3; +ool, f'(x) > 0:la fonction f est donc croissante
sur]—3; +oo[;

f(=3)=(=3)3x e™® = -27e " = —— ~ —1,344 est le minimum de la fonction
e
sur R.
e Onaf(0)=03xe’=0x1=0;
e De lim x*=+occet lim e”=+oo, on a par produit de limites
X—+00 X—+00
lim f(x)=+oo.
X—+00
Initialisation : avec ug = —1 et u; =~ —0,368, on abien: -1 < 1y < u; <0:l'enca-
drement est vrai au rang 0.
Hérédité : soit n € N et supposons que —1 < u, < Uy < 0.

On avu que sur l'intervalle ] — 3 ; +oo[, donc a fortiori sur I'intervalle ] — 1 ; +oo,
la fonction est strictement croissante.

On a donc par croissance de f : f(—1) < f (un) < f (un+1) < f(0), ou encore :
U < Up+1 < Unsz < f(O)

et comme u; = —0,338, —1 < u;p et f(0) =0, on abien:

1< Up+1 < Up+2 0.

Larelation est vraie au rang n + 1.

Conclusion : 'encadrement est vrai au rang 0 et s’il est vrai au rang n, n € N, il
est encore vrai au rang n + 1 : d’apres le principe de récurrence, pour tout entier
naturel n,ona:1 < u, < u, <0.

La question précédente montre que :

e la suite (u;,) est croissante;

e la suite (u,) est majorée par 0;

La suite (u,) est donc convergente vers une limite ¢, avec ¢ < 0.

Onrésoutdans]—1; 0[, (car d’aprés la question précédente tous les termes de la
suite appartiennent a cet intervalle) 'équation :

f)=x = Be*=x = ¥e*-x=0 < x(x*e*-1)=0 < x=0,caron
admet que 'équation x? e* — 1 = 0 n’a pas de solution dans l'intervalle ] -1 ; 0.

Conclusion = lim wu, =0.
n—+oo



